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Exer
i
e 1.

Le développement de Chapman-Enskog.

Soit un os
illateur harmonique faiblement amorti dont la position x(t) satisfait

ẍ + εẋ + x = 0. (1)

i) Etablir la solution générale pour x(t), ave
 
onditions initiales x(0) = A, ẋ(0) = B. Constater

l'existen
e de deux é
helles de temps distin
tes.

ii) La méthode de Hilbert : supposons ε petit et un développement de la forme

x(t, ε) =
∑

k>0

εkxk(t).

Résoudre l'Eq. (1) pour x(t) ordre par ordre en ε. Interpréter la solution obtenue.

iii) On demande d'exploiter expli
itement la 
onnaissan
e de l'existen
e de deux é
helles de temps

distin
tes à l'aide du développement de Chapman-Enskog. Soit une solution de la forme x =
x(τ0, τ1), où τk = εkt, ainsi que la hiérar
hie d'é
helles de temps ∂t =

∑

1

k=0
εk∂τk

. On développe

perturbativement x en fon
tion du petit paramètre ε : x(τ0, τ1) = x0(τ0, τ1) + εx1(τ0, τ1).
Résoudre l'Eq. (1) pour x(t) pour l'ordre 0 en éliminant les divergen
es sé
ulaires à l'aide de

l'équation à l'ordre 1. Interpréter la solution obtenue.

Indi
ation : 
omme 
onstaté dans le point i), les divergen
es sé
ulaires sont issues des termes

en cos t et sin t à l'ordre εk
, k > 1. Il faut don
 éliminer les 
ontributions à 
es ordres.
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Exer
i
e 2.

La mar
he aléatoire.

Soit un réseau unidimensionnel. Entre les temps t et t + 1, une parti
ule se dépla
e ave
 probabilité
p vers la droite, et ave
 probabilité (1 − p) vers la gau
he.

i) Programmer le système 
orrespondant dans le langage de votre 
hoix. Dans le 
as symétrique

(p = 0.5), 
hoisir une parti
ule test et étudier sur plusieurs réalisations sa position moyenne 〈x〉
ainsi que son é
art-type 〈x2〉−〈x〉2. En parti
ulier, montrer numériquement que le 
omportement

de 
es grandeurs est bien di�usif : 〈x〉 = 0, 〈x2〉 − 〈x〉2 ∼ t, où t est le temps.

Indi
ation : en pratique on réalise les moyennes empiriques 〈x(t)〉 et
〈

x2(t)
〉


omme suit. Soit

xi(t) la ième réalisation d'un 
hemin brownien au temps t, soient N expérien
es ou réalisations du

pro
essus, 1 6 i 6 N . Bien entendu, le nombre de mesures réalisées N est en pratique �ni mais

en prin
ipe aussi grand qu'on le désire. Les valeurs moyennes 
onsidérées sont alors données par

〈x(ti)〉 = lim
N→∞

1

N

N
∑

j=1

xj(ti),

〈

x2(ti)
〉

= lim
N→∞

1

N

N
∑

j=1

x2

j(ti).

Pour obtenir les résultats désirés, 
hoisir plusieurs valeurs ti puis étudier 〈x(ti)〉 et
〈

x2(ti)
〉

pour


ha
une d'entre elles.

ii) Etudier 〈x〉 pour une mar
he aléatoire asymétrique (p 6= 0.5).
iii) Soit P (x, t) la distribution de probabilité de trouver une parti
ule à la position x au temps t

pour une mar
he aléatoire symétrique. Nous savons que la distribution de probabilité satisfait

l'équation de di�usion (
f. 
ours)

∂

∂t
P (x, t) = D

∂2

∂x2
P (x, t),

où D est la 
onstante de di�usion.

a) Pour une parti
ule en x = 0 au temps t = 0, montrer que la solution de l'équation de di�usion

est

P (x, t) =
1√

4πDt
exp

(

− x2

4Dt

)

.

b) En utilisant le résultat du point pré
édent, montrer que 〈x〉 = 0 ainsi que (∆x)2 = 〈x2〉−〈x〉2 =
2Dt, et don
 ∆x ∼ t1/2

.


