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Exercice 1.
Le développement de Chapman-Enskog.
Soit un oscillateur harmonique faiblement amorti dont la position z(t) satisfait

Z4+ex+x=0. (1)

i) Etablir la solution générale pour z(¢), avec conditions initiales z(0) = A, #(0) = B. Constater
I’existence de deux échelles de temps distinctes.
ii) La méthode de Hilbert : supposons ¢ petit et un développement de la forme

w(te) = Fap(t).

k>0

Résoudre I’Eq. (1) pour z(t) ordre par ordre en e. Interpréter la solution obtenue.

iii) On demande d’exploiter explicitement la connaissance de l'existence de deuz échelles de temps
distinctes a ’aide du développement de Chapman-Enskog. Soit une solution de la forme x =
x(79,71), ot 7 = £¥t, ainsi que la hiérarchie d’échelles de temps 9; = lec:() skaTk. On développe
perturbativement x en fonction du petit parameétre ¢ : z (79, 71) = xo(70,71) + €21 (70, T1)-
Résoudre I'Eq. (1) pour z(t) pour 'ordre 0 en éliminant les divergences séculaires a ’aide de
I’équation & 'ordre 1. Interpréter la solution obtenue.

Indication : comme constaté dans le point i), les divergences séculaires sont issues des termes
en cost et sint a ordre €¥, k > 1. Il faut donc éliminer les contributions & ces ordres.
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Exercice 2.

La marche aléatoire.

Soit un réseau unidimensionnel. Entre les temps t et ¢t + 1, une particule se déplace avec probabilité

p vers la droite, et avec probabilité (1 — p) vers la gauche.

i) Programmer le systéme correspondant dans le langage de votre choix. Dans le cas symétrique
(p = 0.5), choisir une particule test et étudier sur plusieurs réalisations sa position moyenne (z)
ainsi que son écart-type (w2> — <x>2 En particulier, montrer numériquement que le comportement
de ces grandeurs est bien diffusif : (x) = 0, (#2) — (x)% ~ ¢, o1 t est le temps.

Indication : en pratique on réalise les moyennes empiriques (z(t)) et (z*(t)) comme suit. Soit
z;(t) la 7®™® réalisation d’un chemin brownien au temps ¢, soient N expériences ou réalisations du
processus, 1 < i < N. Bien entendu, le nombre de mesures réalisées N est en pratique fini mais
en principe aussi grand qu’on le désire. Les valeurs moyennes considérées sont alors données par

N—ooco N —

N
<x(tl)> = lim inj(ti),
7j=1

2 N 2
(z*(t;)) = lim —ij(tz)
7j=1

N—oo N 4

Pour obtenir les résultats désirés, choisir plusieurs valeurs t; puis étudier (z(¢;)) et (2%(t;)) pour
chacune d’entre elles.

ii) Etudier (x) pour une marche aléatoire asymétrique (p # 0.5).

iii) Soit P(z,t) la distribution de probabilité de trouver une particule & la position x au temps ¢
pour une marche aléatoire symétrique. Nous savons que la distribution de probabilité satisfait
I’équation de diffusion (cf. cours)

0 0?

ou D est la constante de diffusion.
a) Pour une particule en x = 0 au temps t = 0, montrer que la solution de I"équation de diffusion

est

1 z?
P(z,t) = exp | —— | .
0= i ™ ( 4Dt>
b) En utilisant le résultat du point précédent, montrer que (z) = 0 ainsi que (Az)? = (22)—(z)? =
2Dt, et donc Az ~ /2.



